PENYELESAIAN  MASALAH  NILAI  EIGEN   UNTUK  PERSAMAAN DIFERENSIAL  STURM-LIOUVILLE  DENGAN  METODE  NUMEROV by Mariatul Kiftiah, Iyut Riani, Nilamsari Kusumastuti,
415 
 
 PENYELESAIAN  MASALAH  NILAI  EIGEN   
UNTUK  PERSAMAAN DIFERENSIAL  STURM-LIOUVILLE  
DENGAN  METODE  NUMEROV 
 
Iyut Riani, Nilamsari Kusumastuti, Mariatul Kiftiah 
INTISARI 
Metode Numerov merupakan salah satu metode numerik yang digunakan untuk menyelesaikan masalah 
nilai eigen Sturm-Liouville. Masalah nilai eigen Sturm-Liouville adalah masalah penentuan nilai dari 
parameter pada Persamaan Diferensial Sturm-Liouville. Penelitian ini bertujuan untuk 
merepresentasikan Persamaan Diferensial Sturm-Liouville  dalam bentuk matriks dan menentukan 
penyelesaian  numerik  untuk masalah nilai eigen Sturm-Liouville dengan metode Numerov. Penyelesaian 
numerik masalah nilai eigen Sturm-Liouville dengan metode Numerov dimulai dengan menentukan 
subinterval N, pada penelitian ini diambil N=20, N=30 dan N=40, kemudian dicari ukuran langkah tetap 
h dan diperoleh  h=0,1571; h=0,1047 dan h=0,0785. Langkah berikutnya, disubstitusikan ke rumus 
metode Numerov, sehingga diperoleh pengulangan persamaan sebanyak subinterval N dengan 
i=1,2,3,..,N-1. Dari pengulangan persamaan dapat dibentuk dua matriks yaitu matriks tridiagonal A dan 
B dengan entri-entrinya diperoleh dari koefisien pada pengulangan persamaan tersebut. Langkah 
terakhir, dicari nilai eigen dari dua matriks tridiagonal tersebut, sehingga diperoleh skalar-skalar dari 
persamaan karakteristik dari dua matriks tridiagonal yang merupakan nilai-nilai eigen dari dua matriks 
tersebut. Dari penelitian ini, dengan menggunakan subinterval N=40 diperoleh hampiran nilai eigen 
yang mendekati penyelesaian analitik. Hampiran nilai eigen mendekati penyelesaian analitik  ketika i=1 
adalah 1,0000 dan galat yang dihasilkan adalah nol, hampiran nilai eigen ketika  i=2 adalah 4,0000 dan 
galat yang dihasilkan adalah nol dan hampiran nilai eigen ketika i=3 adalah 8,9999 dan galat yang 
dihasilkan adalah 0,0001. 
Kata kunci : Nilai eigen, Sturm-Liouville, metode Numerov 
PENDAHULUAN 
Persamaan Diferensial Sturm-Liouville (PDSL) merupakan persamaan diferensial linear (PDL) 
orde dua dengan koefisien berupa fungsi bernilai real dan kontinu pada interval tertutup, serta 
memiliki suatu parameter dan nilai-nilai batas. Kajian tentang PDSL terus berkembang secara teori 
maupun aplikasi. PDSL banyak digunakan dalam pemodelan fenomena-fenomena yang ada dalam 
bidang fisika. Salah satunya dalam bidang fisika yang berkaitan dengan PDSL adalah persamaan 
konduksi panas. Masalah nilai eigen Sturm-Liouville adalah masalah penentuan nilai dari parameter 
pada PDSL.  
      Masalah nilai eigen untuk PDSL dapat diselesaikan dengan dua metode yaitu dengan analitik dan 
numerik. Penyelesaian  yang dihasilkan dari metode numerik disebut nilai hampiran. Nilai hampiran 
yang baik yaitu nilai yang mendekati penyelesaian analitik. Metode numerik yang digunakan dalam 
penelitian ini adalah metode Numerov. Metode Numerov adalah sebuah metode pengembangan dari 
deret Taylor untuk menyelesaikan masalah nilai eigen Sturm-Liouville. Metode Numerov dipilih 
karena memiliki ketelitian yang cukup tinggi jika dibandingkan dengan metode Beda Hingga. 
Ketelitian ini ditandai dengan galat pemotongan hingga orde ke-6. Semakin tinggi orde galat 
pemotongan, semakin tinggi ketelitian solusi hampirannya [1]. Orde galat pemotongan dikatakan 
tinggi ketika suku dari deret Taylor diperhitungkan lebih banyak. Sehingga rumusan masalah pada 
penelitian ini adalah bagaimana mencari penyelesaian numerik dari masalah nilai eigen PDSL dengan 
metode Numerov. Untuk itu perlu dibatasi masalah yang dibahas, yaitu PDSL yang diberikan adalah 
PDSL reguler yang dapat diselesaikan dengan cara analitik dan diberikan nilai batas. Subinterval   
yang diasumsikan antara lain sebanyak     ,      dan     . Galat pemotongan yang 
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digunakan pada penjumlahan ekspansi Taylor diasumsikan sampai orde ke-6. Adapun langkah-
langkah dalam penyelesaian masalah nilai eigen untuk Persamaan Diferensial Sturm-Liouville dengan 
metode Numerov dimulai dengan menentukan subinterval  . Selanjutnya, dihitung ukuran langkah 
tetap   dengan cara membagi nilai selisih dari titik-titik ujung nilai batas pada interval       dengan 
subinterval . 
Selanjutnya, dibentuk fungsi   (     )  
    
   
   dengan menggunakan rumus Numerov sehingga 
terbentuk persamaan yang berulang. Langkah berikutnya, dibentuk dua matriks tridiagonal yaitu   dan 
  dengan entri-entrinya diperoleh dari koefisien pada pengulangan persamaan. Kemudian, dicari 
hampiran nilai eigen dari matriks tridiagonal   dan   . 
NILAI EIGEN PERSAMAAN DIFERENSIAL STURM-LIOUVILLE 






+    ( )    ( )    ( ) pada  interval       
   ( )    
  ( )
  
   dan     ( )    
  ( )
  
                                  (1) 
dengan λ  adalah parameter dan nilai dari parameter λ disebut nilai eigen. Fungsi  ( )  ( ) dan 
 ( )   . Fungsi  ( ) 
  ( )
  
  ( ) dan  ( ) adalah kontinu pada interval berhingga tertutup       
serta          dan      dengan     ,     ,      dan     . Persamaan  (1) dengan  ( )    
disebut dengan PDSL homogen.  
Masalah Sturm-Liouville ada 3 jenis yaitu reguler, singular dan periodik. Pada penelitian ini 
masalah Sturm-liouville yang digunakan adalah masalah Sturm-Liouville reguler. Masalah Sturm-
Liouville reguler secara umum sama dengan persamaan (1), namun memiliki  ( )    dan  ( )    
dalam interval       [3]. Contoh masalah Sturm-Liouville reguler dengan nilai batas dapat dituliskan 
sebagai berikut 
   
   
   ( )       ( ) pada interval       
 ( )    dan  ( )              (2) 
dengan  ( )   . Masalah nilai eigen PDSL adalah penentuan nilai dari   pada persamaan (1) [2].  
Definisi lain juga menyebutkan bahwa nilai eigen Sturm Liouville adalah nilai   yang berupa 
konstanta real dari masalah Sturm-Liouville yang mempunyai solusi nontrivial [3]. 
Sifat-sifat nilai eigen PDSL antara lain bersifat diskrit, memiliki orde dan tak terbatas [2]. Nilai 
eigen bersifat diskrit artinya antara nilai eigen yang satu dengan nilai eigen yang lain tidak saling 
berhubungan. Nilai-nilai eigen memiliki orde artinya nilai eigen memiliki tingkatan dari tingkat awal 
misalnya    sampai      ketika    , sehingga           . Sedangkan nilai-nilai eigen 
bersifat tak terbatas artinya nilai-nilai eigen memiliki jumlah yang tak terbatas. 
METODE NUMEROV 
Metode Numerov merupakan salah satu metode numerik yang digunakan untuk penyelesaian nilai 
eigen dari parameter PD orde dua yang dilengkapi masalah nilai batas yang berbentuk  
   
   
  ( )   ( )  atau   (   )  
   
   
   ( )   ( )         (3)  
dengan  ( )
 
dan  ( ) merupakan fungsi yang diketahui [4]. Dari PD orde dua (3) akan dihitung y
untuk setiap titik-titik ix  yang didefinisikan 
        ,               
dengan    merupakan titik awal integrasi,   adalah ukuran langkah tetap. Sehingga berlaku juga untuk 
  
    (  )   (     ) dengan              
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Metode Numerov juga merupakan salah satu metode yang menggunakan skema titik. Skema titik 
digunakan untuk memperkirakan turunan kedua dari persamaan (3). Skema titik yang digunakan 
terdiri dari fungsi beda hingga mundur     , fungsi beda hingga pusat    dan fungsi beda hingga maju 
    . Fungsi beda hingga mundur dan maju dapat diperoleh dari perluasan (ekspansi) Taylor dari 
fungsi beda pusat   . Tujuan dari penggunaan ekspansi Taylor ini adalah untuk membentuk rumus 
Numerov. Fungsi beda hingga maju dinotasikan [4] 
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    (4) 
Fungsi beda hingga mundur dinotasikan 
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Adapun langkah-langkah pembentukan rumus Numerov adalah sebagai berikut: 
1. Jumlahkan dua ekspansi Taylor (4) dan (5)  
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2. Tentukan   
  
   
  pada persamaan (6) yang dapat dicari melalui notasi penyederhanaan dari persamaan 
(3). Misalkan    (
   
   
)
 
,     (  )  dan      (  ),  maka 
   (
   
   
)
 
                    (7) 
Sehingga dilakukan penjumlahan    dengan cara yang sama dengan penjumlahan dua ekspansi Taylor 
(6), sehingga berlaku 
                
      (  ) 
sehingga diperoleh              
                     
  
   
 =  
                 
  
  (  )                 (8) 
3. Ganti hasil penjumlahan ekspansi Taylor (8) ke persamaan (6), sehingga diperoleh 
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4. Ganti persamaan              dengan persamaan pada (7) ke persamaan (6), sehingga diperoleh 
               
 (
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  (  ))        (10) 
Galat pemotongan pada (10) dapat diabaikan, sehingga diperoleh 
               
 (        )  
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 )                 (11) 
5. Persamaan (11) dikelompokkan dengan masing-masing fungsi beda hingga, antara lain fungsi beda 
hingga mundur, fungsi beda hingga pusat dan fungsi beda hingga maju, sehingga diperoleh rumus 
Numerov 
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  (  )     (12) 
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jika  ( )   
 
maka persamaan (12) menjadi 
              (              )
  
  
  (  ) 
sedangkan, jika  ( )     maka persamaan (12) menjadi 
    (      
  
  
)     (  
    
 
  
)      (      
  
  
)   (  ).  (13)  
Pada pembahasan ini rumus Numerov yang digunakan adalah persamaan (13) untuk penyelesaian 
masalah nilai eigen Sturm-Liouville. Persamaan (13) dapat direpresentasikan ke dalam bentuk matriks 
[5]. Berdasarkan beda hingga dan pemilihan nilai batas (2), rumus Numerov untuk PDSL, maka dapat 
diuraikan sebagai berikut, 
    (      
  
  
)     (  
    
 
  
)      (      
  
  
)   (  ) 
         
  
  
         
    
 
  
             
  
  
     
Sehingga diperoleh 
               
  
  
(                        ) 
kemudian diperoleh secara umum rumus Numerov untuk  ( )    yaitu, 
              
  
 (                        )
  
     (14) 
Jika diberikan PDSL Reguler  dan nilai batas (2) berikut : 
   
   
   ( )        pada interval        
dengan   merupakan parameter dan nilai dari parameter   disebut nilai eigen, fungsi  ( )  ( ) 
dan  ( )    dengan  ( )    dan  ( )   , serta semua fungsi pada (2) adalah kontinu. Nilai-nilai 
batasnya  ( )    dan  ( )   . Maka berdasarkan rumus Numerov (14) diperoleh, 
   
   
   ( )        
jika ditinjau dari rumus Numerov maka  ( )   ( )   . Jika nilai  ( ) digantikan ke rumus 
Numerov (14), maka diperoleh 
              
  
 (                        )
  
  
              
  
  
 (    )    
  
 
   (  )  
  
 
 (    )    
  
 
     
  
 
     
  
 
     
  
      (15) 
Untuk sisi sebelah kanan representasi dalam bentuk matriks dapat diperoleh: 
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                          (16) 
sedangkan untuk sisi sebelah kiri representasi matriksnya adalah sebagai berikut: 
              
  
  
 (    )    
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          *
 
  
   +                    (17)
 
Dari persamaan (16) dan (17) dalam persamaan (15), perubahan persamaan (15) ke masalah nilai eigen 
yang dapat direpresentasi ke dalam bentuk matriks, 
      ;   *  
 
  
 +;    *
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dengan matriks  dan   real serta merupakan matriks tridiagonal, sedangkan   dan 
merupakan matriks diagonal. Adapun algoritma metode Numerov secara umum sebagai berikut: 






+    ( )    ( )     pada interval      . 
2. Ditentukan subinterval    dari  interval      . 
3. Dicari nilai ukuran langkah tetap   
   
 
 . 
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4. Digunakan metode Numerov untuk  ( )    yaitu 
            
  
 
              
  
 , 
    dengan   (     )  
    
   
 ,               sehingga terbentuk pengulangan persamaan. 
5. Dibentuk dua matriks tridiagonal yaitu matriks   dan   yang diperoleh dari koefisien-koefisien 
pengulangan persamaan. 
6. Dihitung hampiran nilai eigen dari matriks tridiagonal   dan  . 
Berikut disajikan contoh soal untuk penyelesaian numerik masalah nilai eigen Sturm-Liouville 
dengan metode Numerov. 
Contoh 1  
Diberikan PDSL, 
   
   
      pada interval       
dengan nilai-nilai batas  ( )    dan  ( )   , serta diambil banyaknya subinterval   sebanyak 
    ,      dan     . Tentukan penyelesaian numerik masalah nilai eigen Sturm-Liouville 
dengan metode Numerov. Kemudian tentukan banyaknya subinterval   yang manakah yang paling 
mendekati penyelesaian analitik dalam menyelesaikan masalah nilai eigen Sturm-Liouville 
menggunakan metode Numerov. 
Adapun langkah-langkah penyelesaian masalah nilai eigen Sturm-Liouville dengan metode 
Numerov adalah sebagai berikut. 
1. Diberikan persamaan diferensial Sturm-Liouville dan nilai-nilai batasnya, 
   
   
      pada interval       
Diketahui : 
 ( )    
Nilai batas : 
 ( )    dan  ( )   . 
2. Subinterval          dan    . 
3. Dihitung terlebih dahulu ukuran langkah tetap   : 
       
   
  
        
       
   
  
        
       
   
  
        
4.  Digunakan metode Numerov untuk  ( )    yaitu 
              
  
 
(                        )
  
 
dengan              
 
sehingga terbentuk pengulangan persamaan sebagai berikut: 
Untuk       
     
          
       
 
             
  
 
     
          
       
 




                    
             
       
 




Dengan penerapan yang sama dilakukan juga untuk      dan     . Sehingga koefisien dari
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pengulangan persamaan untuk     ,      dan      diambil untuk menjadi entri-entri dalam 
matriks tridiagonal  dan  . 
5. Berdasarkan pengulangan persamaan pada langkah ke-4, sehingga dibentuk matriks dari koefisien-
koefisien persamaan yang berulang dengan subinterval     ,      dan     . Diketahui 
bahwa  ( )    dengan matriks     (karena  ( )   ), sehingga matriks yang terbentuk sebagai 
berikut. 









      
       
    
     
    
     







      




























    
     




























     
 








      
       
    
     
    
     








sehingga diperoleh masalah nilai eigen        untuk       
 
 








      
       
    
     
    
     




















































    
     












































Selanjutnya untuk       dan      matrik  ,   dan   memiliki entri dan masalah nilai eigen 
yang sama dengan     . Perbedaan hanya terletak pada ukuran matriks untuk      yaitu 
     , sedangkan untuk     ukuran matriks sebesar      . 
6. Dihitung nilai eigen hampiran dari matriks tridiagonal   dan   pada langkah ke-5, dengan matriks 
tridiagonal masing-masing memiliki     ,      dan      dengan bantuan perangkat lunak 
Matlab R2013b. Sehingga diperoleh hampiran nilai eigen seperti Tabel 1 berikut. 
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Tabel 1 Hasil Penyelesaian Numerik Masalah Nilai Eigen 
Sturm-Liouville Menggunakan Metode Numerov. 
                                    
   1,0000 1,0000 1,0000      393,7850 426,2889 
   3,9998 4,0000 4,0000      421,7346 464,4696 
   8,9981 8,9996 8,9999      448,0935 503,4042 
   15,9895 15,9979 15,9993      472,3357 542,8538 
   24,9594 24,9921 24,9975      493,9395 582,5519 
   35,8778 35,9763 35,9925      512,4083 622,2039 
   48,6886 48,9398 48,9811      527,2932 661,4890 
   63,2987 63,8652 63,9578      538,2160 700,0622 
   79,5629 80,7250 80,9141      544,8895 737,5573 
    97,2683 99,4790 99,8378       773,5922 
    116,1174 120,0705 120,7113       807,7743 
    135,7135 142,4221 143,5110       839,7079 
    155,5510 166,4305 168,2056       869,0021 
    175,0155 191,9642 194,7544       895,2804 
    193,3981 218,8538 223,1057       918,1896 
    209,9270 246,8916 253,1948       937,4101 
    223,8201 275,8255 284,9423       952,6652 
    234,3525 305,3553 318,2518       963,7294 
    240,9324 335,1317 353,0077       970,4363 
     364,7563 389,0733     
Dari Tabel 1 menunjukkan hampiran nilai eigen Sturm-Liouville dinotasikan dengan    . Indeks   pada  
   menunjukkan urutan letak baris dan kolom   pada matriks yang letaknya berada pada diagonal 
utama matriks dengan              . Ketelitian dari Tabel 1 dapat dibandingkan dengan hasil 
penyelesaian analitik. Berikut disajikan Tabel 2 hasil penyelesaian analitik dari masalah nilai eigen 
Sturm-Liouville. 
Tabel 2 Hasil Penyelesaian Analitik Dari Masalah Nilai Eigen  
Sturm-Liouville  
   1    64    
 
225     484     841     1296 
   4   
 
81    
 
256     529     900     1369 
   9    
 
100    
 
289     576     961     1444 
   16    
 
121    
 
324     625     1024     1521 
   25    
 
144    
 
361     676     1089   
   36    
 
169     400     729     1156   
   49    
 
196     441     784     1225   
Tabel 2 menunjukkan nilai eigen yang diperoleh dengan penyelesaian analitik dengan rumus 
    
     ,           
sehingga diperoleh nilai eigen sebagai berikut: 
       ( )
    
       ( )
    
       ( )
    
                              
PENUTUP 
Dari pembahasan dapat disimpulkan bahwa representasi matriks yang digunakan PDSL untuk 
menentukan nilai eigen dengan metode Numerov dapat dinyatakan dalam bentuk         ;  
    
 
  
  ;   
 
  
    . Dari penelitian ini, dengan menggunakan subinterval N=40 diperoleh 
hampiran nilai eigen yang mendekati penyelesaian analitik. Hampiran nilai eigen mendekati    
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penyelesaian analitik  ketika i=1 adalah 1,0000 dan galat yang dihasilkan adalah nol, hampiran nilai 
eigen ketika  i=2 adalah 4,0000 dan galat yang dihasilkan adalah nol dan hampiran nilai eigen ketika 
i=3 adalah 8,9999 dan galat yang dihasilkan adalah 0,0001. 
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